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XX. 
SULLA INVERSIONE DEGLI INTEGRALI MULTIPLI 


«Atti Acc. Lincei», ser. 53, vol. V,, 1896;, pp. 289-300. 


1. Il metodo da me dato © per risolvere i problemi di inversione degli 
integrali definiti semplici è suscettibile di estendersi agli integrali multipli. 
Una tale generalizzazione forma il soggetto della presente Nota, nella quale 
il problema dell’inversione viene sciolto qualunque siano il numero delle 
funzioni incognite e quello delle variabili indipendenti da cui esse dipendono. 
La risoluzione si ottiene in virtù di un procedimento con cui partendo da una 
funzione qualsiasi finita e continua di più variabili e mediante operazioni di 
quadratura, si giunge a costruire una nuova funzione pure finita e continua, 
la quale alla sua volta riproduce la funzione primitiva, allorché si ripetono 
su essa quelle stesse operazioni che si sono eseguite sulla prima. 

Mi permetto di comunicare all'Accademia il detto procedimento ed il 
teorema fondamentale da cui esso discende, giacché non è a mia cognizione 
che siano state risolute fin qui le questioni funzionali che in tal modo vengono 
trattate. 

2. Sia 


Delta at <a) 


una funzione finita e continua di 2% variabili e si ammetta che ciascuna 
coppia di variabili x;,y; si mantenga compresa entro i limiti «;,6;, 
essendo B;> d;. 

Si calcolino, partendo da S,, le funzioni 


(1) Selta i iEn |V S In) 


ic E S TARE I SERR 


in cui 7 > j > I. Cominciamo dal dimostrare che S; è indipendente da j. A 
tal fine osserviamo che questa proposizione risulta ovviamente per #= I 
Supponiamola verificata per tutti i valori dell’indice inferiori ad 7, e mostriamo 
che è vera per 7. 


(1) Seduta del 1° marzo della R. Accademia dei Lincei [in questo vol.: pp. 255-262]. 
Vedi anche gli «Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino», sedute del 12 gennaio, 
26 gennaio e 8 marzo 1896 [in questo vol.: pp. 216-241]; una Nota successiva sarà pre- 
sentata nella seduta del 26 aprile [in questo vol.: pp. 242-254]. 
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Infatti avremo 


(ala [Asca ab RR 


"fa fas Sita E fn 
E, 


x 
n 


In 
k - f dn Sii (C a Dea Ea l ia gi) Na) Ski (Ni r aeS ia DA È -,Yn) 
ed applicando il principio di DIRICHLET il secondo membro diverrà 


Ii FS UP 
fem fara Sa: (ha as Ma [Ia Ya) f A; 


x 
n 


Na k 
ri Ba Siit Oiti aa icone Sie (E stata Mi ie) 


= feno fmi n tts Mn | Vrs s Vn) Sia (Xr y tty En [Niss Nn) 
il che dimostra il teorema. 
Denotiamo ora con M il limite superiore dei valori assoluti di So; 
risulta come conseguenza che 
i wei l yma (| Yn—#tnl)? 
(2) S e ei AI 
Infatti se ammettiamo soddisfatta la precedente relazione per il valore #, 
avremo, ponendo nella (1) ¿+ 1 in luogo di zů, e prendendo j = 1, 


LA VA si 
i+2 } (31 uT Čr) (ya — Ea)? (Yn — En) 
| Seru 3 M fer gian. | 
ira AE E EEE E 
(¿+ 1)! (i + 1)! (+1)! 
il che prova la proposizione. 
Dalla (2) segue 
sr (Bir a) (Bo — a2) (Bn — an)! 
|Si|] < M* ie i. a 
e perciò la serie 
(3) F;(%;:*-%x|% pa) = — ÈS: (2 i cy waliye Pad 
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sarà uniformemente convergente e rappresenterà una funzione finita e con- 
tinua delle variabili x, ,%2,::-\XnjWr%a,1%:)In- 


3. Operiamo ora sulla F, nello stesso modo tenuto colla S, ; costruiamo 
cioè le funzioni 


F; (x, ser] Vi °° In) 
Vi Sn 
= fata». (din Fi;(4,,0:-, ka | E, Ea) Filo a) 


e formiamo la serie uniformemente convergente 


(e e] 
—% TRE E ANV ROC, 7A 


Dico che la sua somma sarà S,. 

Per provarlo si può seguire lo stesso metodo tenuto nella Nota citata © 
per dimostrare il teorema medesimo nel caso in cui S, è una funzione di due 
sole variabili; ma si può anche far uso di un altro procedimento come ora 
mostreremo. 

Si ponga il coefficiente binomiale 

sli nità Lom; , (i>o) < Cafagna 


e cominciamo dal dimostrare che 


(4) F;= ( D'°# Di Sn = (9 E Sn. 


Infatti questa formula è vera per 7 = o. 

Supponiamola verificata per valori dell’indice inferiori ad # e mostriamo 
che è vera per l’indice 7. A tal fine poniamo un apice ad una qualsiasi funzione 
F o S, quando alle y, si sostituiscono le ģ4 , e poniamo due apici quando le 
É, si sostituiscono invece alle x, . Avremo allora, applicando le note regole 
pel prodotto delle serie, 


FB Se, Zi n Mehr Sai S, 


e per la convergenza uniforme della serie 


In 


x Jı Ya Jı 
F; = [de fi Jaz Fi; Pisi == (— 1) #3 + A (m [tara hish; | di, Sp / din Salt Sk 


v 
x 


00 


= (1) I, Snt: DI, (Mer (DD +1) Smp (DES 


(2) Sulla inversione degli integrali definiti. « Rendiconti R. Accad. dei Lincei» fasci- 
colo del 15 marzo 1896, $ 2 [in questo vol: XIX, pp. 255-262]. 
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La (4) resta dunque provata. Ne segue 
+. E =D ia (mo — M, + nia | + Mm). 


Ma per una nota proprietà dei coefficienti binominali 


Mo — M, + Mı — += Mm = O, 


onde 


come volevasi dimostrare. 
4. Riprendiamo la (3); da essa segue 
Prose ce 5; SU; 


#5 So ara AES Bo; 


o 


quindi per la convergenza uniforme delle serie 


Jr 
00 


Va Vi Yn $ 
fa finns = æ fasse sn S 


xi 


y 


Vi Va Ji Yn l 
ae. + faz. Fi CTD) [az fansi ses F. +S, 


4 x 
Pr n 


e per conseguenza 


Fo Se= fdt (= fe farsi 


5. Riassumendo i diversi risultati ottenuti potremo enunciare il teo- 
rema seguente: 
Posto 


(A) Fo (4,00%, xa]: Y= DSi (21% | Vrs Ve) 


in cui 
Si (Zra "y Xu | yrii Ya) 


f = | déro- | dén Sij (East ttr En | Eartra Ea) Sima Ge En 901110 


Yı 
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se la funzione So (4,3% %-,%n|Vi;:**, Yn) da cui si parte è finita e continua per 
valori di x; , yi compresi fra a; e Bi, anche F(X °-*%n|Vx::::3Yn) sarà una 
funzione finita e continua per i valori delle variabili compresi entro gli stessi 
limiti: e avremo la formula reciproca della (A), cioè 


(A^) So (ae tal I r ya) = — DI Fi ta y a e) 
in cui 


AE RARE SION, VA 


[af Fanta ENI) RR Ro da). 


Inoltre sussisterà la relazione 


(B) NE E PEE EEE PE Soap La Ya) 
y 


di s ; 
= fat... JAF, peo Xn | Brat tts En) So (Ga Én |Vai: Va) 


x 
n 


i Yn À 
= fde i fin Fo Ex, << Eal Irt ir IA Sea re E) 


6. Consideriamo una funzione finita e continua qualunque delle 2 7 
variabili x, ,---,%x;%1::**»yx il cui simbolo sia una lettera maiuscola, per 
esempio H. Posto S, = — H, si calcoli la corrispondente F,. Denoteremo 


` nel seguito, per uniformità di notazione, la — F, colla lettera minuscola 


cioè porremo 
h= F. 


Se H oltre essere funzione delle 2% variabili x,,---, Xx; Yn**‘3%n è 
funzione continua di altri m parametri z, , 2,,:--, Zm, dalla precedente costru- 
zione risulterà che anche % sarà funzione continua degli stessi parametri. 
Noi scriveremo 


Heap a Ias ha 7) de), 
h= (Ea Aen Pisa pe A) 
o anche più semplicemente 
Het ra a ya, 
he h (x,°0%%, &n|Yx,°%%9n) 


se vorremo porre in evidenza le sole variabili di cui si tien conto nel calcolo 
pel passaggio dall’una all’altra funzione. 
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La relazione (B), mediante le H, £, si scriverà 


(5) A E PF e ae ae Ma) S ERE Fa res In) 


i In 
= fdt- -i | dEn H (x15: -5 anni En) A Erot in En Irsta Ya) 


= | d,i- f dEn H E, En] Irrita Va) A (Eat t Xa | Enae ad 


7. Abbiasi ora la relazione funzionale 


J Orat Yn) = F (Vras Ya) 


Vi n 
+ faz fano (41-20) H (Er, ts En) Yara In) 


3 


in cui ọ denota una funzione finita e continua. 

Moltiplicando per %(y;,:-*,yn|2:::* Zn) dY: ,***, dYn e integrando 
rispettivamente fra i limiti ar 2r Oan laie orninan; in cui B;> z;> di, 
si otterrà 


x z 


TE EE SI TORI ES, 


I 4, 


= f dys- |dyn g Das Ya 2n) 


P Aa o S e E e 
e a cagione della (5) il secondo membro diverrà 
a fan N aee a ala 
i fina i a E 


Avremo quindi 


O (Zra eaa) R E AAR) 


+ fay: [dyf o ser LA s LARERE S 
Potremo dunque enunciare il teorema: 


www.rcin.org.pl 


XX. — Sulla inversione degli integrali multipli 269 


La relazione funzionale 


(C) J Vast s Yn) =P (Vrsta Yun) 


LA n 
+ |da > [dan (ei, +) H Cerri: +s En | Yar a) 


Gi x, 


si inverte mediante la formola 


N (C°) PE: °*) Za) =f (2: EOR) 
+ favi dyn f Ors I)h Parir Yn | 21r tn Za) 1 


in cui h si calcola dalla H mediante le formole precedenti. 


8. Non sempre i problemi d’inversione si riducono immediatamente alla 
. forma precedente in modo da risolverli applicando subito il procedimento 
indicato. Per gl’integrali semplici ® la detta riduzione è immediata, invece 
la questione si presenta in modo molto complicato nel caso di integrali mul- 
tipli. Per chiarire questo fatto si consideri, per esempio, il problema di deter- 
minare © (x, , x.) dalla relazione funzionale 


y Jà 
(©) 0 (9:19) = | dx, | dxa P (14) H (4,5419193). 


Ci Ca 


Derivando la precedente espressione rapporto ad y, e ad y, otterremo 


320 


Vi 
IH (xx, yal vi, v2 
Iray = P Or Ya) H Wa, Yal Yrs Ya) +fo CE pA a yabryd, 


IYI 


Va Yi Va 
e èH ; 5 32 3 /r, 
+ |o a ir det |da, | dang (lr. 
d yz dy:dYa 
az Gi Ca 
Supposto H (y;,y.|y::%2) S O, dividendo per questa funzione la rela- 
zione precedente, essa potrà scriversi sotto la forma 


: Yı 
(7) BR =%@(Y dI) +fo Cka Ya) T (# Va DA dx, 
Va x Jı Y2 
+ fo (Vr 42) V (xal Yai 31) de + | dæ, | d,9 (Er s Xa) S (Er s a) | Vis Ya) 


che è evidentemente ben diversa dalla (C). 


(3) Cfr. Nota citata § 4. 
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9. In generale, allorché H. (yg; t Ve yey e aa equazione 
funzionale 


(8) E ETA In) = fax feno (1, xa) H (tun a 


condurrà, derivandola rapporto ad y, ,Yzs***, Yn, € quindi dividendo per 
H (Y,3°%:3Yn|Y1:%*» Yn), ad una relazione in cui il primo membro è noto 
ed il secondo contiene la somma della funzione incognita e di integrali i cui 
ordini vanno da I ad x e sotto ai quali comparisce la funzione incognita. 
stessa. Essa avrà quindi la forma 


(9) FI) = PIV) + È, E, y fe ah 
a %;, 
Vik 


f; fazio e s ayi Vipp in S I VITA irs 1 VANDE E PRIV a E 


Gi, 


nella quale 7, ,---,7 denota una permutazione dei numeri 1,2,---,%j; con 
Q (Xi s's Kip s Vippir" "> Yip) sì intende la funzione ọ (x, ; << +, x) in cui si sono 
sostituite y;,,,,:‘*,%, al posto di do, Mg € Z;,...i, indica una somma 
ottenuta facendo tutte le combinazioni % ad 4 degl’indici 1,2,---, x. La 
feleT.,..:, che compariscono nella formola precedente sono funzioni note. 

Per ricondurre la equazione funzionale (9) alla forma (C) bisognerà tra- 
sformarla in modo da far comparire nel secondo membro due soli termini, 
cioè il primo termine @(y;,--- Yn) ed un solo integrale multiplo. 

Supponiamo per un momento che si sia riesciti a trasformare la relazione 
funzionale (9) in modo da eliminare nel secondo membro tutti gli integrali 
semplici, doppii ecc., fino a quelli d’ordine7 + 1, e quindi che la X, anziché ` 
da I ad x sia estesa da 7 ad x. Essa allora sarà ridotta al tipo 


Tir 


(10) 10101199009 EB fe 15 


ii 


Jih 

. fazio (xi, A A PATE Tar Vip) f ya 2 (xi, pie | Di, N Dix: Jipii 3 RO Vip) 
aiz k 

Mostriamo come, giunti a questo punto, sia possibile trasformare equazione 
funzionale in modo da eliminare gl’integrali d’ordine v. 

Sia $,,:**,s, una delle combinazioni d’ordine y degl’indici 1,2,-:-,, 
a cui nel secondo membro della equazione precedente corrisponda un inte- 
grale d’ordine z. 
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Si sostituisca in ambo i membri della equazione (10) 2;,,,,::*, 2, in 
luogo di y5,,,) ***, Ys; Quindi si moltiplichino ambo i membri per 


(11) PIREO GIS: ZI PNE PIE P 8 15 POD “dY sr 


e si integri rispettivamente rapporto ad ogni Ys, da 45,2 85, Denotiamo con 
(D) la sori che così si ottiene; il suo primo membro sarà 


fin fo. WA CATS y AMATO O) 


mmk AC AEE ? ES a ARE È TRAPE x ‘3 Vs, | 23,1" a EE i IE y RAE 


Per trovare l’espressione del secondo membro, consideriamo il termine 
generico del secondo membro della (10) corrispondente alla combinazione 
î, ,* + +, 4 di indici e supponiamo che g di essi, 7, , - + +, ze, siano rispettivamente 
eguali a s;, + - -, se, mentre i rimanenti 2,+; , + + +, 7, siano diversi dalle 5741, : - -,5r. 
Allora, dopo la moltiplicazione pel fattore (11) e le successive integrazioni, 
il termine stesso assumerà la forma 


fs Fai sy i: fig+ı 
(12) fino i | dys fd, fas fia, fer 
“sp Cso4i Sa Si Ciotti 
A 
[dai 0 (#00: tog E PO T EEEE ET sto) 


SR, ERENG Xspr Xig4i °° ‘Zig |Ws, pre ‘,Isp PRC SA “s Ziz AO LEN, 


KI ay EEA IA A r TAT «Ls, ng (Ys, pie Ys | 2s, Da TR a Pei dI ‘3 85) 


Se noi applichiamo il principio di DIRICHLET ad ogni integrale eseguito 
rapporto a Ys, ,° + ‘:s, ed al corrispondente integrale rapporto ad xs, ,-- +, Xs,» 
la espressione precedente REA scriversi: 


z 
“1 ts gti ti, K g+ 
CERTS farn: . fe Sorn pki feti 
a 
Sx iyt EEA 
4, 
| fazio (tn ‘345, si AI s Kips Is ia Iid PE LELII IO] 
Ciz 
avendo posto 
z £; 
SE t 
(13) L= fdp»: sf dj Ta, LAETA A Ea gi PI elit AE A E MII, 
É Fd 
m g 
s Zig Is g+? AE P TN CEOE A TA E TST PRI E E AAEL pt PIO: 
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Scriviamo nella (I zo) Xsg41 IRIS Xss invece di Vesti via Vs,» e chiamiamo 
L' il risultato di questa sostituzione eseguita su L; la (12°) acquisterà la 
espressione 


ist 5sr Figi 
fass, A fdas, fd, cr 
Csi Cs, Cigt: 


4} 


. è Jero (Era: . NAE E iz . ° tip» spet Mii . ‘tia rifl ge t Aa M 
Ci; 
nella quale la funzione incognita ọ è moltiplicata per una funzione nota 
L’ e comparisce sotto ad un integrale multiplo d’ordine 7 + 4 — g e quindi 


d’ordine inferiore o eguale ad x. 
Dai precedenti risultati segue che il secondo membro dell’equazione (D) 


assumerà la forma 


Ss Zey 8, 
fera ;A fer E ON E A fayn: È: 
./ 
Ss; Sri ue 


ta 


| 
I. Sar taz En N A NNS, dedi OA spe ry Zsyp)? 


z 
Sr 


Z- 
tr 
n 
(ad ld sura N . . "ETN 
Bren r A Vs, | SARO e E Zt,4: , > 45n) Fia By) ee, 
a. 
1 


I, 
. Seno EET NE Bialy rti -s Zip) TEA, È ARTICO AE MERETE Siah 07) 
Cir 
in cui si è scritto separatamente dapprima il solo termine nel quale ọ figura 
sotto ad un integrale d’ordine 7, mentre gli altri che vengono successivamente 
contengono la funzione incognita sotto ad integrali multipli i cui ordini vanno 


da7z+ 1 ad z. Le Tech saranno funzioni note che si dedurranno facilmente 
dalle precedenti L. 


Tenendo ora conto della relazione (vedi form. (5) 


ts, tr, 
fava: i ICAR (xs, puro -,4|Vs, Per. gl di 4: Jr PAE 
fei Sey 


DAE (Va, Ta n Vs, |Z5yr°* “ar My EE ie * is Aba) 
= — Ta i a ‘,%5,|24, °° * 25,5 84001857) 


TEETE TAN S ORAE PNE TIARE 
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la equazione (D) si scriverà 


55, Ual 
(14) fari ; faro (xs, ni 4)» Pe, provi Zs)" 
d,, ds, 


“brc (£s, MARE Xs,| Zs, PRETESE 85,4; ada Zs) = — F;,...5, (2 pate Za) 


8; PA 

n 
+2, Ze dxi, Lipe dxi; (Xi, ,°00>%i 3 Zizi sia Zi) £ 
Ci, Co à 


(1) : 3 
VERE (xi, pe “s Xi, | Zi, N orse Zi, ’ Zin4: VE) Zi,,) 


in cui F,,...s(2,,:**, 2») è una funzione nota e precisamente 
g 


Pish 13° a 8») = f dys: a 


1 
Uri 
ghis f dys, f Ds, gr * "3 Vipra ita Zs) Boae (Veh: P ‘3 Ys,| Zs, È E E 43° R Zs). 
È i 


Sr 


Formiamo le equazioni analoghe alla (14) che si ottengono prendendo 
tutte le combinazioni s;,---, sr degli x indici r ad r. Sommandole, il primo 
membro risulterà tale che il suo valore ricavato dalla (10) assumerà la forma 


f (Erstis En) — (210020) — DB, dxi 
rti 


ti 


se jÀ 


R . | izpol; PA Xi, í Bipy: S ", Zip) pre? (xi, BASE, -,Xi} Zi, 3° È ‘s Zi x Zizpa rta Zi.) 


e perciò, denotando con da delle quantità note, otterremo l’equazione 
zi 


I 


J (e, RT, En) * Diei Eije (2; dro Zn) “a (2; a E Zn) Cu DZ... dxi pa 


v 


307 * 
i; ; i ‘2) ì 
SA fazo (xi, 1° Cip gr Zippo” Zi) T#:. 4g (xi, vip LAS ‘Zip Zippo TT . 
a. 


1h 


L'equazione funzionale è stata dunque trasformata in modo da eliminare 
gl’integrali d’ordine 7. Così procedendo noi potremo perciò dalla (9) eliminare 


18 
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successivamente gl’integrali di 1°, 2°, 3°,- -- ordine finché essa non si riduca 


alla forma (C). 

Ogni qual volta una equazione della forma (8) sarà tale che 0 e H saranno 
finite continue e derivabili, e H (y,,Y2,::- Yn | Yı Yas” `s Yn) sarà diversa 
da zero, noi potremo, col metodo indicato, ricavare la 9, supponendo natural- 
mente che sia 0 = o per y; = a;. 


10. Come esempio consideriamo il caso della equazione (6) che abbiamo 


ricondotto al tipo (7). 
Una prima trasformazione, ottenuta eliminando gl’integrali del primo 
ordine, ridurrà questa equazione alla forma 


(15) TOS +f tri |z, Iada, +fo (x-1 2:20) (e) de; 


= 9 (2,2) + | dæ, | dxa M (x, , Xa |21, 23) P (4,4) 


Ci da 


in cui 
M (24:12; v#9 = Sy 05) 2a) + (x. |8/ VA) 


zZ 


MAEAEA ARECA EAA D +fe€ |; ASA 


+ fo (E. |222)S (4, n| z, E) dés. 


Chiamando g (z, , 2.) il primo membro della (15), dalla (C’) si ricaverà 
finalmente 


P ZI 82 
® (213 2a) =£(£:1 2a) + fax, fax (Kiis Kali BAT 
Ci da 
11. Accenniamo ora brevemente al caso in cui si abbiano v equazioni 
del tipo 


(16) 0. E EEE 
i Yn 
= fis, bb dan D Qi LE RE °3Xax) Hi, (x. RACE 4 |V: N Dey Pn) a ($ m r v) 

colle v funzioni incognite @, , @2,***, @y. Per risolverle cominciamo dal deri- 
varle rispetto ad y, , y2;‘**»yx. Se il determinante 

| Pii T , H, v 

ne taar ni i 
| H; i; K gy M | 
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in cui si sono fatte le x; = y;, è diverso da zero, potremo facilmente porre ‘) 
la (16) sotto la forma 


(17) Je (Yrs In) = Ps (VI) + K,;, E 2 N) 


in cui fs è una funzione nota e K, è una somma d’integrali i cui ordini vanno 
da 1 ad % e che contengono linearmente le funzioni incognite. Suppo- 
nendo note @, ... y, dalla prima delle (17) potremo ricavare 9, mediante 
il procedimento esposto superiormente. Sostituendone la espressione nelle 
successive v — I equazioni, avremo un sistema di yv — I equazioni che con- 
servano il tipo (17) dalle quali 9, è eliminata. Così procedendo per successive 
eliminazioni si ricondurrà la questione a risolvere una sola equazione funzio- 
nale del tipo esaminato con una sola funzione incognita. 


(4) Cfr. Nota citata $ 5. 
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